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杂交边界点法求解带自由面的渗流问题 
 

谭  飞，邓  帮，张东明，王元汉 
（华中科技大学 土木工程与力学学院，武汉 430074） 

 

摘  要：将杂交边界点法与迭代法相结合，求解有自由面的渗流问题。杂交边界点法基于杂交位移变分原理和移动最小二乘

近似，利用基本解插值域内的场函数，而边界上的变量则用移动最小二乘近似，是一种纯边界类型的无网格方法。利用该方

法只需在边界上布点而不需要划分任何网格的特性，先假定自由面的初始位置，再进行迭代求解。数值算例表明，该方法精

度较高、计算量较小，适合于求解各种具有自由面的渗流问题。 
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Solution of seepage problem with free surface by hybrid boundary node method 
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（College of Civil Engineering and Mechanics, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan 430074, China） 

 
Abstract: The seepage problem with a free surface is solved by combining the hybrid boundary node method (HBNM) and iterative 
method. The HBNM is based on a hybrid displacement variational principle and moving least square(MLS) approximation. The 
domain variables are interpolated by fundamental solution, while the boundary variables are approximated by MLS. Therefore, the 
HBNM is a truly boundary-type meshless method. Only nodes on the boundary are required and any mesh is not required. At first, the 
initial position of free surface is assumed; then the solution is obtained by the iterative method. The numerical example indicates that 
this method has high precision, little computation work; and it is suitable for solving various seepage problems with free surfaces. 
Key words: seepage; free surface; hybrid boundary node method; iterative method 
 

1  引  言 

渗流自由面问题的研究是岩土工程中的一个

重要研究课题，该问题是一类边界条件复杂的非线

性问题，很难应用解析的方法进行求解。常用的数

值方法有有限元法、边界元法和无网格法等。求解

渗流自由面的有限元法可分为调整网格法和固定

网格法。调整网格法[1]在每次迭代中都需要重新生

成网格，计算量很大，且当初始自由面与最终自由

面相差较大时易产生网格畸变。而固定网格法[2–7]

虽在形式上网格保持不变，但无法准确计算被自由

面切割的单元的渗透矩阵。边界元法[8]较有限元法

计算量小、计算精度更高，但存在奇异积分和角点

问题的处理。 
由于无网格法不需要划分网格，场函数的近似

完全基于节点，因此非常适合于求解此类具有移动

边界的渗流自由面问题。目前，应用最广泛的无网

格方法是无网格 Galerkin 法 [9–12](element-free 
Galerkin method, 简称 EFG)。该方法是一种域类型

的无网格方法，计算过程中需要积分背景网格，因

此计算量较大。Zhang 等[13–14]提出了杂交边界点法 
(hybrid boundary node method, 简称 HBNM)。这是

一种纯边界类型的无网格方法，场函数插值和积分

都不需要网格，且只需在边界上布点，具有输入数

据简单，计算量小的优点。本文将 HBNM 应用于

渗流自由面问题的计算，与常规迭代方法相结合求

解渗流自由面。计算结果表明本文方法能有效分析

这类渗流问题。 

2  自由面渗流问题的数学模型 

对二维、均质、不可压缩的流体，不考虑内源，

如图 1 所示，其在各向同性土体中渗流的控制方程
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和边界条件为[15] 
在渗流区 内，有： 

2 0k u                  （1） 

边界 AB 段上，有： 

1( , )u x y H                （2） 

边界 FG 段上，有： 

2( , )u x y H                （3） 

边界 AG 及自由面 BE 段上，有： 

0uk
n





                 （4） 

自由面 BE 及溢出面 EF 段上，有： 
( , )u x y y                （5） 

式中： k 为渗透系数；u 为总水头； n 为边界的外

法线方向； 1H 、 2H 分别为上、下游水位。 

 

图 1  坝体的渗流示意图 
Fig.1  Seepage in the dam 

3  杂交边界点方法 

由渗流自由面问题的数学模型可见，该问题实

质上为 Laplace 边值问题： 
2 0u    (在 内)         （6） 

u u     (在 u 上)         （7） 

uk q q
n


 


(在 q 上)         （8） 

式中：u 和 q 分别是水头已知的边界 u 和法向流已

知的边界 q 上的边界值。 
杂交边界点法基于杂交位移变分原理和移动

最小二乘近似(moving least square，简称 MLS)。杂

交位移变分原理中含有 3 个相互独立的场函数：域

内的势函数u ，边界上的势函数u~ ，边界上的法向

流函数 q~ 。相应的修正泛函为[13] 

 , ,
1
2

Π d d d
q

i iu u q u u qu
  

           （9） 

由 0δΠ  可以得到下面的弱积分方程： 

  ,δ d δ d 0iiq q u u u
 

           （10） 

 δ d 0u u q


           （11） 

由于该变分原理是一个普适定理，因此对于任

意形状和大小的局部子域 s ，式（10）、（11）都成

立。为简便起见，本文将子域 s 取为以节点 JS 为

圆心的圆与求解域的交集(如图 2 所示)。则当： 

S S
,( ) 0d d

S
iiL

q q v u v
  

            （12） 

S S

( ) 0d
L

u u v
 

             （13） 

式中： s sL  为子域 s 的边界；v 为某个任意的检

验函数。为避免边界 sL 上的积分，将检验函数取为 
2 2

2

exp[ ( / ) ] exp[ ( / ) ]
0

1 exp[ ( / ) ]( )

0

J J J J
J J

J JJ

J J

d c r c d r
r cv Q

d r

   
   



，

，

≤ ≤

≥

（14） 

式中： Jd 为求解域内任意点Q到节点 JS 的距离； Jc
为控制检验函数的参数； Jr 为子域半径。 

 
图2  子域 s 以及相应基本解的源点 IP  

Fig.2  Local domain s  and source point of the 
fundamental solution corresponding to IP  

 
求解域 内的场函数u 和 q用基本解插值： 

1

N

I I
I

u U x


              （15） 

1

N
I

I
I

Uq x
n




             （16） 

式 中 ： IU 为 以 节 点 IP 为 源 点 的 基 本 解 ，

1/ 2 lnIU r  ； Ix 为未知参数；N 为边界节点总

数。 

边界上的场函数u~ 和 q~ 利用 MLS 近似，即 

1

ˆ( )
N

I I
I

u s u


           （17） 

1

ˆ( )
N

I I
I

q s q


          （18） 

式中： Iû 和 Iq̂ 为虚拟的节点值； )(sI 为节点 IS 的
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形函数： 

1

1
( ) ( ) ( ) ( )

m

I j jI
j

s s s s 



    p A B       （19） 

式中： s为节点的参数坐标； ( )j sp 为m 阶基函数，

一般取线性基，即 3m ， 2( ) [1, , ]T 　 　s s sp 。矩阵

( )sA 和 ( )sB 为 

( ) ( ) ( ) ( )Ts s s sA p w p        （20） 

( ) ( ) ( )Ts s sB p w           （21） 

式中： ( )sw 为对角矩阵，其对角线元素为权函数，

本文将其选取为如下的 Gaussian 权函数： 
2 2

2

exp[ ( / ) ] exp[ ( / ) ] 0
1 exp[ ( / ) ]( )

0

I I I I
I I

I II

I I

d c r c d r
r cw s

d r

   
  



，

，

≤ ≤

≥
 
（22） 

式中： II ssd  为计算点与节点 Is 间的距离； Ic 为

控制权函数的参数； Ir 为权函数的支持域的半径。 
将式（15）～（18）代入式（12）、（13），并

利用刚体位移法处理式（12）中的第 2 项和奇异积

分，则可以得到 

S S1 1

ˆ( ) d ( ) ( ) d
N N

I
J I I J I

I I

U v Q x s v Q q
n 

  
 




   （23） 

S S1 1

ˆ( ) d ( ) ( ) d
N N

I J I I J I
I I

U v Q x s v Q u
 

  
 

     （24） 

对所有节点列出上面两个方程, 得 

ˆIJ IJU x H q              （25） 

ˆIJ IJV x H u              （26） 

式中： ( ) dI
s

J
IJ I

Uv Q
n


 

U ； ( ) d
I
s

IJ I Jv Q U


 V ；

( ) ( )d
I
s

IJ I Jv Q s


  H 。 

由 于 MLS 近 似 采 用 的 形 函 数 不 满 足

Kronecker- 条件，故本文采用节点的实值与虚值

交换法施加本质边界条件[14]。 

4  渗流自由面的迭代求解 

对于渗流自由面问题，由于自由面未知，具有

非线性特性，需要迭代求解。如图 1 所示，渗流自 

由面 BE 的边界条件为： yyxu ),( 和 0



n
uk 。具

体的迭代步骤如下： 
（1）设定渗流自由面的初始位置 0y ，并令自

由面 BE 段满足边界条件 0uk
n





。 

（2）利用 HBNM 求解渗流场，得到渗流自由

面上的水头分布u 。 
（3）判断渗流自由面上水头值与其 y 坐标的

差是否满足误差要求，即 u y  ≤ ， 为给定的精

度要求。如已满足，则迭代结束，否则根据求得的

自由面水头值调整自由面位置。 
（4）重复（2）～（4）步，进行迭代计算。 

5  数值算例 

5.1  均质矩形坝 
某均质矩形坝体，宽 4.0 m。已知上游水位为

6.0 m、下游水位为 1.0 m、底部不透水，渗透系数

取为 k = 1.0 m/s。本文计算时，在自由面边界上取

40 个节点，其余边界上均布置 8 个节点。相关计算

参数取为：局部子域半径 0.9Jr h ，参数 Jc 的取值

使得 / 1.2J Jr c  ，MLS 的权函数的支持域半径 Id 取

为 3.5h，参数 Ic 的取值使得 / 0.5I Ir c  ，h 为节点

之间的平均距离，取初始逸出高度为 3.0 m，假定

初始自由面如图 3 所示。 
误差控制如取为 310  ，经过 23 次迭代，渗

流自由面位置的计算结果如图 3 所示，其中的甘油

模型试验结果由文献[3]给出。由图 3 可见本文结果

与甘油模型试验非常接近。典型坐标点处自由面的

高程及其误差见表 1，其中文献[1]采用有限元固定

网格和移动网格相结合的方法。表 1 的结果表明本

文方法具有很高的计算精度。 
 

表 1  各种不同方法计算自由面水头值的比较 
Table 1  Comparison of computational head pressures of 

the free surface by different methods 

本文方法  文献[1] 

x / m 
甘油模型计

算结果 计算结果 
/ m 

与甘油模型 
误差 / %  

计算结果 
/ m 

与甘油模型 
误差 / % 

1.0 5.63 5.64 0.20  5.61 0.36 

2.0 5.10 5.10 0.06  5.11 0.20 

3.0 4.38 4.37 0.30  4.37 0.23 

4.0 3.25 3.23 0.71  3.21 1.23 

 
5.2  非均质土坝 

如图 4 所示的水平分层介质土坝，自上而下共

分为 3 层，第 2、3 层高度均为 6 m，各层均匀各向

同性，渗透系数分别为 1k = 1.0 m/d， 2k =0.1 m/d， 3k = 
10.0 m/d。坝基面高程为 0.0 m，坝顶高程为 20.0 m，

坝顶宽度为 7.0 m，上游坝坡坡度 1 1: 2.5m  ，下游

坝坡坡度 1 1: 2.0m  ，上游水位高程为 18.0 m，下

游无水，基础为不透水层。本文计算时，在自由面

边界上取 40 个节点，其余边界上均布置 15 个节点，
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其他计算参数与前相同。 

 
图 3  自由面水头计算值与试验值 

Fig.3  Computational and experimental water pressures of 
free surface 

 
图 4  水平分层介质土坝 

Fig.4  An earth dam with horizontal layered media 
 

误差控制如取为 310  ，经过 47 次迭代，计

算得逸出点高度为 2.173 m，渗流自由面位置的计

算结果如图 5 所示。由图 5 可看出，自由面在介质

界面发生偏转，这与渗流的折射现象是相符合的。 

 
图 5  土坝的自由面图 

Fig.5  Free surface of an earth dam 

6  结  语 

本文将杂交边界点法应用于渗流自由面问题

的求解。由于杂交边界点法是一种纯边界类型的无

网格方法，既不需要形函数插值网格，也不需要背

景积分网格，因此在求解渗流自由面问题时具有一

定的优势。与有限元法相比，由于不需要划分网格，

避免了对有自由面穿越的网格的重新处理和网格

畸变现象的发生；与无网格 Galerkin 法相比，本文

方法只需在边界上布点，且不需要背景积分网格，

降低了求解问题的维数，减少了前处理工作量。数

值算例的结果表明本文方法计算量小，精度高，适

合于分析渗流自由面有关的岩土力学工程实际。 
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